
Algebra - Sessioni dello stage

A.4. Dimostrare che per tutte le terne positive a,b,c che soddisfano abc:1, si ha,

13

-\

o(a I l) rob(ab+I)'4'

A.5. Determinare tutte le funzioni / : IR -+ lR. tali che, per ogni r, g € R,

f @Í (a)) i u i f (") : f (, + f (a)) + a l@).

46. Dimostrare che per ogni scelta di a,b, c, d non negativi si ha

(aó)à * QQà a (a + c + b) (ct+ c+ d)là
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Combinatoria - Sessioni dello stage

C4. In ogni casella di una scacchiera 2014x2014è seduta una persona che è o un cavaliere

o un furfante.
Come è noto i cavalieri affermano sempre il vero, mentre i furfanti mentono sempre.

Ogni persona viene interrogata e dichiara la seguente frase: "I furfanti presenti nella

mia riga sono tanti quanti i furfanti presenti nella mia colonna".
Determinare il minimo riumero possibile di cavalieri presenti nella scacchiera.

C5. Sono d,aie 2n pedine in fila. .Una mossa consiste nello scambiare 2 pedìne adiacenti.
L'obiettivo è dare una Èùcéessione di lf mosse che permetta ad ogni pedina di trovarsi
almeno una volta a capo e almeno una volta a coda della fila. Quanto vale K al

minimo, per raggiungere I'obiettivo?

C6. Determinare il massimo intero r tale che comunque siano dati 5 sottoinsiemí A1, . . . , At
di {1, . . . , 1000} ciascuno contenente 500 elementi, esistano necessariamente due indici
i, 7 distinti tali che lA; n A,l > r.

,'i'Ì tl

' r,tr,i !,),'ì,r:l

, r1 ,i, r i1

rli l1l,

:,.i1.
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5.

Geometria - Sessioni dello stage

I qnadrati CAKL r: CBI'IN sono costruiti srú iati di un triangolo acutangolo ABL1,

a,ll'esterno del triangolo. La retta C-l/ interseca il segmento Afi in X; la retta CII
interseca il segment o B I.[ in ]'-. Il punto P, interno al triangolo ABL^t , è una interse-

zione delle circonferenze circoscritte ai triangoli 1{X-M e Ll'- L'[. il pr.rnto S' è il punto
meciio di AB. Il punto Q è I'intersezione cleiie rette -IrI e t"|y'rY.

S) Di*ottrare cire P, C e Q sono allineati'

{'Q Oi-"rtra,re che IACS : IBCP.

Sia ABC un triangolo, e sia D un punto sul lato BC. I circocc-.rchio cli ,ABD interseca

AC in F (dirrcrso da A), e il circocerchio di ACD interseca AB in E (dìr'erso da A).

Dimostrare che, al r.'ariare di r, il circocerchio cii AEF palssa sempre per rm prurto

fisso dir.'erso da A, e che tale punto si trova sulla mecliana di ABCI trscente da A.

Sia ABC un triangolo con incentro 1. Sia c,-' il suo incerchio. Sia f la circonferertza

circoscritta al triangolo BIC. Le circonferenze c"' e I si intersecano nei punti X eY.
Siano Z e Zt i due centri cli sirnilitucline delle circon-ferenze c"' e f.

laì Dirnostrare che X ZY Zt è ciclico.

(b) Dimostrare che ia sua circonfereirza circoscritta a XZYZ' è tangente al circocer-

chio di AELI.
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Geometria - Sessioni dello stage

7. Sia ABC 1n triangolo con circocerchio I Sia.no ,tlr, ÀI i punti medi clegli a'rchi AB,
AC che non contengono C, B. Siano h'It, lvt i punti di tangeri.za clelf incerchio di ABC
con AB, AC. Supponiamo che X, )'- siano i piedi delle perpendicolari da A a f,[ 

^'11 

.

^IlV/. 
Sia infine -I I'incentro di ABC,

Dimostrare che il quadrilatero AXIY ò ciclico se e solo se bf c:2cL'

8. Sia ABC un triangolo, H il suo ortocentro e À il suo prurto di Lemoine. Indichiamo

inoltre con Ii, il punto di Lemoine del triangoio ortico di ABC.

Dimostrare che -É1, K e Kl sono allineati'

(NOTA: si ricorcla che il triangolo ortico di XY Z ò il triangolo che ha corne ve,rtici i
piedi delle altezze di XY Z , e che il punto di Lemoine di XY Z ò il punto di concorrenza

delle simmediane cli XY Z.)

g. sia ABCDEF rm esagono con\resso con AB - DE, BC : EF e CD : FA.

Snpponiamo inoltre cine lA - lD : lC - lF : lE - lB'
Dimostrare che le diagonali AD, BE e CF sono concorrenti'

\\,/inter Camp Pisa 2014 - Geornetria - Pag' 10 di 11



Teoria dei numeri - Sessioni dello stage

N4. Determinare tutti gìi interi positivi k tali che il prodotto dei primi ,k numeri prlmi
dispari è della forma ab + Icon a ) 7 e b > 2.

N5. Siano a, Ò due interi relativamente primi, e definiamo le successioni di interi {o.} "{ó,} mediante la formula
(a+b\/,)2" : ùn*b^\/t-

Determinare I'insieme dei numeri primi p per i quali esiste un intero positivo n 1 p
tale che plb,.

N6. Determinare tutte le coppie di interi positivi (*,n) tali che *6 - nntr * n - 1.

N7. Determinare tutti gli interi positivi n per i quali ogni coefficiente del polinomio

P"(r) : (r' I r r 7)" - (r" t r)' - (r2 + t)' - (, + I)" + #' + rn + I

è divisibile ocr 7.
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Miscellanea - Problemi di ammissione

l/I1. Sia n ) 2 un numero intero, e siano ert . . .t dn-r numeri reali quahurque. Siano

(uo,ur,. . . ,un) " ('uo, 't)rt. . .,'u,,) due (n f l)-uple tali che

1 U0 : '1.17: 'l)O: 'UI: Lt

. 'ltk+7: 'ltk I at1ll"-t per Ogni k : 7,. . . ,fl - L,

.'t)k+7 : t)k I Qn-k}k-7per Ogni k : L,.' -,tu - I'

Dimostrare che u,: un.

M2. Dimostrare che, per ogni intero positivo n, il polinomio

p(r): (rt - 8r+25)(rt - 76ri 100)' -- '(rt -8'nr+25n2) +r

è irriduciblle in Zlr).

VI3. Determinare tutte le frurzioni / : IR. --* lR. tali che

f(r+a)+asfjff@)))
per ogni coppia di numeri reah r e E.
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